
 تهیه و تنظیم: امیرحسین سبحانͬ

  توزیع های گسسته خاص:

  توزیع برنولͬ:

آزمایش برنولͬ: اگر فضای نمونه یͷ آزمایش تصادفͬ فقط دو برآمد موفقیت و شͺست باشد، آزمایش را یͷ آزمایش 
  برنولͬ گوییم.

به عنوان مثال نتیجه پرتاب یͷ سͺه، نتیجه آزمایش های پزشͺͬ که جواب آن به صورت منفͬ و مثبت است، پرتاب 
  قتͬ ظاهر شدن عدد شش موفقیت و بقیه شͺست هستند، ... همͽͬ نمونه هایی از آزمایش برنولͬ هستند. یͷ تاس و

نامیم. را یͷ متغیر تصادفͬ برنولͬ مXͬتعداد موفقیت ها در یͷ آزمایش برنولͬ باشد، در این صورت Xتعریف: اگر 
1qاحتمال پیروزی و pاگر  p  آزمایش برنولͬ باشد، در این صورت تابع جرم احتمال متغیر ͷست در یͺاحتمال ش

  به صورت زیر است:Xبرنولͬ 
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  صادفͬ برنولͬ باشد،یͷ متغیر تXقضیه: اگر 
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  توزیع دوجمله ای:

nرا تعداد موفقیت ها در این  Xآزمایش تصادفͬ برنولͬ را به طور مستقل از هم انجام داده ایم. اگر nفرض کنید 

  نامیم. تابع جرم احتمال این توزیع به صورت زیر است:ای مͬرا متغیر تصادفͬ دوجملهXآزمایش برنولͬ تعریف کنیم، 
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  ای باشد، یͷ متغیر تصادفͬ دوجمله Xقضیه: اگر 

[ ] , [ ]E X np Var X npq   

  را به صورت Xاثبات: مͬ توان 

  1 2 ... nX Y Y Y     
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  ام هستند. لذا:iها متغیرهای تصادفͬ برنولͬ مربوط به آزمایش برنولͬ iYدر نظر گرفت که در آن 
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  ها از یͺدیͽر مستقل هستند، داریم:iYاز طرفͬ با توجه به اینکه 
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چراغ ای از این ثانیه زرد است. راننده ١٠و  ثانیه سبز، ٢٠ثانیه قرمز،  ۴٠مثال: یͷ چراغ کنترل ترافیͷ چنان است که 
 ͷبار به چراغ  ۵بار با چراغ قرمز مواجه شود چقدر است؟ احتمال اینکه کمتر از  ٣ل اینکه کند. احتمابار عبور مͬ ٨ترافی

  قرمز برخورد کند چقدر است؟

  کند.راهنمایی برخورد مͬ غتعداد دفعاتͬ باشد که فرد مورد نظر به چراXحل: فرض کنید 
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1ور کاملا تصادفͬ در حال قدم زدن است. وی با احتمال مثال: فردی به ط
2به سمت راست و با احتمال 3

به سمت چپ 3

جای اولش باشد چقدر است؟ ب) احتمال  زند. الف) اگر این فرد صد قدم بردارد، احتمال اینکه در نهایت سرقدم مͬ
  ت راست حرکت کرده باشد چقدر است؟قدم به سم ٢٠اینکه 

  حل: 

  دارد.: تعداد قدم هایی که به سمت راست گام  بر مXͬالف) 

        Yͬدارد.: تعداد قدم هایی که به سمت چپ بر م  
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50xبا حل این معادله  ͬآید. حال کافیست به دست م 50P X :را محاسبه کنیم  
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  حل ب) 
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60xکه جواب این دستگاه  :است. پس جواب مسئله به صورت زیر است  
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  دسͬ:توزیع هن

را تعداد آزمایش ها تا Xپیروزی ظاهر شود و  رفرض کنید یͷ آزمایش برنولͬ را اینقدر انجام دهیم تا برای اولین با
جرم نامیم. تابع را یͷ متغیر تصادفͬ هندسͬ مXͬکسب اولین موفقیت تعریف کنیم. در این صورت متغیر تصادفͬ 

  احتمال این توزیع به صورت زیر است:

  1( ) 1, 2,...x
Xf x pq x   

  قضیه: امید ریاضͬ و واریانس متغیر تصادفͬ هندسͬ به صورت زیر است:
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قدم  مثال: در مثال قدم زدن تصادفͬ احتمال اینکه فرد مورد نظر برای اولین بار در پنجمین قدم خود به سمت راست
  بردارد چقدر است؟
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  توزیع دوجمله ای منفͬ:

تعداد آزمایش های لازم جهت Xامین پیروزی رخ دهد. اگر kادامه دهیم تا  رفرض کنید یͷ آزمایش برنولͬ را اینقد
نامیم. تابع جرم احتمال متغیر تصادفͬ ای منفͬ مͬرا متغیر تصادفͬ دوجمله Xامین پیروزی تعریف گردد، kرخ دادن 
  ای منفͬ به صورت زیر است:دوجمله
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  یͷ متغیر تصادفͬ دوجمله ای منفͬ باشدXقضیه: اگر 
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امین عبور خود برای سومین بار به چراغ قرمز برخورد بͺند، چقدر  ٧مثال: در مثال کنترل ترافیͷ، احتمال اینکه راننده در 
  است؟
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1kتذکر: توزیع هندسͬ حالت خاصͬ از توزیع دوجمله ای منفͬ است که درآن  .  

  توزیع فوق هندسͬ:

Nموفقیت و  شیئ kعضوی را در نظر بͽیرید که در آنNیͷ مجموعه  k ست هستند. حال اگر از این  شیئͺش
nخاب کنیم) که در آن عضوی (بدون جایͽذاری انت nمجموعه یͷ نمونه  N وk N  ، ͬمتغیر تصادفX  که

  نامیم و داریم:تایی است را یͷ متغیر تصادفͬ فوق هندسͬ مnͬتعداد موفقیت ها در این نمونه 
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مشروط بر اینکه  یͷ متغیر تصادفͬ فوق هندسͬ باشد، Xقضیه: اگر  min ,n k n،0 max{0, },n k N   

  :داریم
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  گویند.جمعیت متناهͬ مͬفاکتور تصحیح   

nتوان نتیجه گرفت که وقتͬ جامعه نامتناهͬ است و یا تذکر: با توجه به روابط فوق مͬ N  در این صورت
2 npq  که همان واریانس توزیع دوجمله ای است. در واقع توزیع دوجمله ای حالت حدی توزیع فوق هندسͬ است  

kکه در آن 
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n
  وn N ).n  0.05بیش ازN(.نباشد  
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اظهار نامه مالیاتͬ دو اظهارنامه با بخشودگͬ غیر مجاز بیابد چقدر است  ۵مثال: احتمال آنکه یͷ ممیز مالیاتͬ از بین 
اظهارنامه با بخشودگͬ غیرمجاز است ،  ٩اظهارنامه که شامل  ١۵اظهارنامه به تصادف از بین  ۵نکه این به شرط ای

  انتخاب شود.
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و  دستگاه به تصادف انتخاب شود ٣دستگاه معیوب است. اگر  ۴دستگاه دزدگیر شامل  ٨٠مثال: محموله ای مرکب از 
  ردد، احتمال اینکه مشتری یͷ دستگاه معیوب دریافت کند چقدر است؟برای یͷ مشتری ارسال گ
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  توزیع پوآسون:

  دارای توزیع پوآسون است هرگاه تابع جرم احتمال آن به صورت زیر باشد:Xتعریف: گوییم متغیر تصادفͬ  
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 پارامتر توزیع نام دارد. اینجا  که در

 

 های مختلف   توزیع پوآسون با ١شͺل 
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  :تابع فوق یͷ تابع جرم احتمال استتوان نشان داد که نکته: به سادگͬ مͬ
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  یͷ متغیر تصادفͬ پوآسون باشد، Xقضیه: اگر 
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ͬ مانند  Xکاربرد: فرض کنید  ͬ یا مͺانͬ) مشخص افتد اتفاق مͬ Tتعداد رویدادهای خاصͬ باشد که در طول بازه (زمان
باشد. در این صورت اگر شرایط زیر برقرار باشد، متغیر تصادفͬ  و به طور متوسط تعداد این رویدادها در این بازه برابر 

X :متغیر تصادفͬ پوآسون است ͷی  

  هم رخ دهند و اطلاع از یͷ رویداد هیچ اطلاعͬ از زمان یا مͺان رویداد بعدی ندهد.) رویداد ها به طور مستقل از ١

  بستگͬ داشته باشد. t، احتمال رخ دادن یͷ رویداد فقط به طول t) در فواصل به اندازه کافͬ کوتاه ٢

  ، امͺان رخ دادن دو رویداد ناچیز باشد.t)  در فواصل به اندازه کافͬ کوتاه ٣

  پردازیم.ان مثال هایی مͬیدر زیر به ب

 ساعت ͷسایت در ی ͷتعداد بازدیدکنندگان ی 
 روز ͷمنشͬ در ی ͷتعداد تماس های تلفنͬ به ی 
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 بازه زمانͬتعداد تولدها، ازدواج ͷها، و ... در طول ی 
  خیابانتعداد تصادفات رانندگͬ در ͷروز در ی ͷطول ی 
  پارچه در ͷمتر از آن ۵تعداد زدگͬ های ی 
 ͷکلینی ͷتعداد بیماران مراجعه کننده به ی 

  کنند. احتمال اینکه:بیمار مراجعه مͬ ١٠مثال: به یͷ کلینیͷ به طور متوسط در هر ساعت 

  بیمار ٣الف) در یͷ ساعت 

  بیمار ۴ب) بیشتر از 

  شوند را بیابید. بیمار وارد ٣ج) در نیم ساعت 
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متر  ١٠زدگͬ دارد. یͷ پارچه به طول  ۵متر  ٢٠مثال: پارچه تولیدی در یͷ کارخانه نساجͬ به طور متوسط در هر 
 زدگͬ داشته باشد را محاسبه کنید. ٣ه این پارچه کنیم. احتمال اینکاز این کارخانه خریداری مͬ

  حل:
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توان توزیع دوجمله بزرگ باشد مͬ nبه اندازه کافͬ کوچͷ و pاگر  تقریب توزیع دوجمله ای با توزیع پوآسون: 
npپارامتر  ای را به کمͷ توزیع پوآسون با   .تخمین زد  

  به طور خلاصه باید شرایط زیر جهت این تقریب برقرار باشد:

١ ( 10np  
٢ ( 0.05p  
٣ (  20n 100و اگرn  ͬعال 

 ١۵٠شوند. احتمال اینکه از بین هر سال درگیر تصادفات اتوموبیل مͬرانندگان در  ٠٫٠۴مثال: در شهری معین 
  راننده :

  سال نفر در ۵الف) تنها 

 نفر تصادف داشته باشند چقدر است؟ ٣ب) حداکثر 

  حل: 

100nالف) چون    6و 10np     0.04همچنین 0.05p    کنیم.پوآسون استفاده مͬلذا از توزیع  

  
6 5

( 5) 0.1606
5!

e
P X

 
    

   
63

0

6
3 0.16

!

k

k

e
P X

k





    

  توزیع چند جمله ای :

1برآمد مانند  kکنید یͷ آزمایش تصادفͬ فقط شامل فرض تعریف:  2, ,..., ke e e  برابر با به ͷو احتمال رخ دادن هر ی
1ترتیب  2, ,..., kp p p  باشد. حال اگر این آزمایش راn  ͬبار مستقل از هم انجام دهیم و متغیر های تصادفiX که ،

1 i k   تعداد رخداد برآمد ،ie  در این nالͬ احتمال توام آزمایش باشد. این متغیر های تصاͽدفͬ دارای چ
  ای به صورت زیر هستند:جملهچند

  
  1 2

1 1 2 2 1 2
1 2

1 2

!
, ,..., ...

! !... !

...

kx x x
k k k

k

k

n
P X x X x X x p p p

x x x

x x x n

   

   
  

  دهد:مثال: جدول زیر فراوانͬ نسبی گروه های خونͬ را نشان مͬ

AB  B  A  O 
0.04  0.10  0.42  0.44  

  



 تهیه و تنظیم: امیرحسین سبحانͬ

باشند را به  AB، و دو نفر B، یͷ نفر Oنفر گروه خونͬ  A ،۴ͬ نفر گروه خون ٣نفره  ١٠احتمال اینکه در یͷ گروه 
  دست آورید.

           4 3 2
1 2 3 4

10!
4, 3, 1, 2 0.44 0.42 0.1 0.04

4!3!2!
P X X X X      

  

  دانشͺده ریاضͬ دانشͽاه سمنان Ĺ: امیرحسین سبحانͬتهیه و تنظیم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


