
 تهیه و تنظیم: امیرحسین سبحانͬ

  توزیع های پیوسته خاص:

  توزیع یͺنواخت:

]روی بازه  را یͺنواخت  Xمتغیر تصادفͬ پیوسته  , ]a b الͬ احتمال آن به صورت زیر باشدͽگوییم هر گاه چ  
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~نویسیم در این صورت مͬ ( , )X U a b.  

  یͺنواخت باشد داریم:پیوسته یͷ متغیر تصادفͬ  Xاگر  قضیه:
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  توزیع نمایی:

  گاه چͽالͬ احتمال آن به صورت زیر باشد:است هردارای توزیع نمایی با پارامتر  Xگوییم متغیر تصادفͬ  تعریف:
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  های مختلف λتوزیع نمایی برای  نمودار 2 شͺل

  باشد در این صورت:دارای توزیع نمایی با پارامتر  Xقضیه: اگر 
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  شود.ات الͺتریͺͬ و ... استفاده مͬمعمولا از متغیر تصادفͬ نمایی برای طول عمر قطعکاربرد: 

ساعت است. اگر طول عمر این قطعه الͺتریͺͬ از توزیع نمایی  ١۵٠مثال: طول عمر یͷ قطعه الͺتریͺͬ به طور متوسط 
  ساعت عمر کند چقدر است؟ ١٠٠پیروی کند، احتمال اینکه این قطعه بیش از 
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  نمایی:خاصیت بی حافظͽͬ توزیع 
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  بستگͬ ندارد. یعنͬ توزیع نمایی خاصیت بی حافظͽͬ دارد. tدهد که احتمال شرطͬ فوق به این رابطه نشان مͬ

0.03مثال: فرض کنید طول عمر یͷ خازن از توزیع نمایی با پارامتر   ͬ١۵٠اگر بدانیم این خازن کند. پیروی م 
  ساعت دیͽر هم کار کند چقدر است؟ ٢٠ حداقل ساعت کارکرده است، احتمال اینکه 

  
0.030.03 0

( )
0 .

x

X
e x

f x
ow

  


  



 تهیه و تنظیم: امیرحسین سبحانͬ

  
   

0.03 0.03
20

20

150 20 | 150 20

0.03 | 0.54x x

P X X P X

e dx e


  

    

   
  

  رابطه توزیع نمایی و توزیع پوآسون:

باشد. در این صورت مدت زمان انتظار برای  ط تعداد رویداد ها متوس اگر در یͷ آزمایش تصادفͬ پوآسون در بازه 
کند. همچنین مدت زمان انتظار بین دو رویداد متوالͬ نیز پیروی مͬ رخ دادن اولین رویداد از توزیع نمایی با پارامتر 

  کند.از توزیع نمایی پیروی مͬ

  عدد است.  ۶کنند به طور متوسط ساعت مراجعه مͬ ٢۴هایی که به یͷ بندر در عداد کشتͬمثال: ت

  بیابید. کشتͬ به بندر مراجعه کند را ٣ تساع ٨الف) احتمال اینکه در 

  ساعت باشد چقدر است؟ ٣ب) احتمال اینکه مدت زمان انتظار بین ورود کشتͬ دوم و سوم کمتر از 

  حل:
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  توزیع گاما:

  شود:یادآوری (تابع گاما): تابع گاما به صورت زیر تعریف مͬ
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 کند:توان نشان داد تابع گاما در خواص زیر صدق مͬمͬ
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را یͷ متغیر تصادفͬ  Xاحتمال زیر باشد،  در این صورت  یͷ متغیر تصادفͬ پیوسته با تابع چͽالͬ Xد فرض کنی
  نامیم.گاما مͬ
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  یͷ متغیر تصادفͬ گاما باشد: Xضیه: اگر ق
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1ر: توجه کنید که اگر ذکت   1و
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  ͬشود.توزیع  گاما به توزیع نمایی تبدیل م  

  توزیع خͬ دو: 

ه آزادی درج nدارای توزیع خͬ دو با  Xنام دارد . گوییم متغیر تصادفͬ  حالت خاص دیͽری از توزیع گاما توزیع خͬ دو

است هرگاه در توزیع گاما 
2

n   2و  :در نظر گرفته شوند، در این صورت  
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  :جه آزادی باشد در این صورتدر nخͬ دو با یͷ متغیر تصادفͬ  Xنتیجه: اگر 
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  بین توزیع نمایی و گاما: رابطه دیͽر

1اگر  2, ,..., nX X X ͬمتغیر های تصادفͬ نمایی و مستقل از هم باشند در این صورت مجموع آنها یعن  
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nارای توزیع گاما با پارامتر های د  1و


 ͬباشد.م  

به طور متوسط در هر شوند از توزیع پوآسون پیروی کنند و فرض کنید تعداد بازدید کنندگانͬ که وارد یͷ موزه مͬ مثال:
امین بازدید کننده و  ١٢کنند. احتمال اینکه مدت زمان انتظار بین زمان ورود نفر بازدید مͬ ١٠ساعت از این موزه 

  قدر است؟دقیقه باشد چ ٣٠پانزدهمین بازدید کننده کمتر از 

  حل:
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ها دارای توزیع نمایی با پارامتر iXامین بازدید کننده تعریف کردیم.  +1iامین و  iرا زمان انتظار بین ورود iXدر اینجا 

10  هستند. لذاY  3دارای توزیع گاما با پارامتر های  1و
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  توزیع نرمال: 

  چͽالͬ احتمال آن به صورت زیر باشد: را یͷ متغیر تصادفͬ نرمال گوییم هر گاه تابع Xمتغیر تصادفͬ 
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  واریانس جامعه است. 2میانگین و  پارامترهای توزیع هستند که در واقع  2و  در اینجا 

 

  نمودار متغیر تصادفͬ نرمال با میانگین صفر و واریانس های مختلف3شͺل 

  نویسیم:باشد مͬ 2و واریانس  یͷ متغیر تصادفͬ نرمال با میانگین  Xنماد گذاری : اگر 

   2~ ,X N    

  با توجه به تعریف فوق تابع توزیع تجمعͬ متغیر تصادفͬ نرمال به صورت زیر است:
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توان آنرا محاسبه شود انتگرال فوق جواب صریح و فرم بسته ندارد. لذا به صورت تحلیلͬ نمͬهمانطور که مشاهده مͬ
توان به کمͷ روش های عددی این انتگرال را محاسبه نمود. در ͺه مͬکرد و احتمال های مربوطه را به دست آورد بل
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عمل برای محاسبه احتمالات مربوط به متغیر تصادفͬ نرمال ابتدا آنرا استاندارد کرده و سپس از جداول آماری مربوطه 
  کنیم.استفاده مͬ

فͬ نرمال استاندارد گوییم و با تعریف: یͷ متغیر تصادفͬ نرمال با میانگین صفر و واریانس یͷ را متغیر تصاد
~ (0,1)Z N ͬدر این صورت: دهیم.نمایش م  
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)برای تابع  برای محاسبه احتمالات مربوط به متغیر تصادفͬ نرمال استاندارد از جدول آماری مربوطه )z  ͷکم
باید حتما به صورت  این احتمالاتگیریم. مͬ P Z z:باشند و یا به این فرم تبدیل شوند  

  
   
     
         

1 1

P Z z z

P Z z P Z z z

P a z b P Z b P Z a b a

  

     

        

  

  مثال: 
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Xمتغیر  رباشد، در این صورت ابتدا با تغیی 2و واریانس  یͷ متغیر تصادفͬ نرمال با میانگین  Xگر ا
Z


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  پردازیم:کنیم و سپس به حل مسئله مͬآنرا استاندارد مͬ

کند. احتمال اینکه قد یͷ پیروی مͬ ۶۴و واریانس  ١٧١مثال: قد دانشجویان یͷ کلاس از توزیع نرمال با میانگین 
 ١۶٨و  ١٧۴باشد چقدر است؟ احتمال اینکه بین  ١۶٨شد چقدر است؟ احتمال اینکه کمتر از با ١٧۵دانشجو بیش از 

  باشد چقدر است؟

  حل:
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کند. پیروی مͬ ٣۶و واریانس  ١٠٠: وزن جعبه هایی که توسط یͷ کارگاه تولید میشود از توزیع نرمال با میانگین تمرین
داشته باشد چقدر است؟ احتمال اینکه وزن  ١٠٣عبه ساخته شده توسط این کارگاه وزنͬ بیش از احتمال اینکه وزن یͷ ج

  داشته باشد چقدر است؟  ٩۵یͷ جعبه ساخته شده توسط این کارگاه وزنͬ کمتر از 

اهد خواست. معلم این کلاس مͬ ١٠٠و واریانس  ۶۴میانگین با  دارای توزیع نرمال  نمره دانشجویان یͷ کلاسمثال: 
  درصد این دانشجویان در درس مورد نظر قبول شوند.  این معلم چه نمره ای را برای نمره قبولͬ در نظر بͽیرد؟  ٨٠

  اشد:aحل: فرض کنید نمره قبولͬ 
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 اند؟گرفته ٨٠نفر از دانشجویان نمره ای بیش از دانشجو داشته باشد تقریبا چند  ١٠٠تمرین: در مثال قبل اگر این کلاس 

نکته: اگر  2~ ,X N   در این صورتaX b  با میانگین  نرمالنیز متغیریa b  2و واریانس 2a  .است  

1نکته: اگر متغیر های تصادفͬ  2, ,..., nX X X باشند و  مستقلمتغیرهای تصادفͬ نرمال و 2~ ,i i iX N   در ،

  این صورت هر ترکیب خطͬ از آنها مانند

  1 1 2 2 ... n nY b X b X b X     
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  نیز یͷ متغیر تصادفͬ نرمال است و داریم:

  2 2

1 1

~ , ,
n n

i i i i
i i

Y N b b 
 

 
 
 
   

و نمرات  ١٠٠و واریانس  ۶۴ه واحدی از توزیع نرمال با میانگین اگر نمرات درس دانشجویان در یͷ درس  سمثال: 
پیروی کند و دانشجویی به تصادف  ٣۶و واریانس  ۵۵دانشجویان در یͷ درس دو واحدی از توزیع نرمال با میانگین 

و در دو (فرض کنید نمره دانشج باشد. ۶٠انتخاب کنیم چقدر احتمال دارد میانگین نمره او در این دو درس کمتر از 
  درس از هم مستقل است)

  حل: 

  

 
 

 

 

1

2

1 2

~ 64,100

~ 55,36

3 2 3 64 2 55 9 4
~ , 100 36

5 5 25 25

~ 60.4,28.8

60.4

5.36
60.4 60 60.4

( 60) 0.74 0.4721
5.36 5.36

X N

X N

X X
Y N

Y N

Y
Z

Y
P Y P P Z

        
 




         
 

  

  تقریب توزیع دو جمله ای با توزیع نرمال: 

توان توزیع دوجمله در توزیع دوجمله ای به اندازه کافͬ بزرگ باشد مͬ nلاپلاس اگر  پارامتر Ĺبا توجه به قضیه دموآور

npل با پارامترهای مشابه ای را با توزیع نرما  2و npq  تقریب زد. در عمل برای اینکه این تقریب مناسب باشد
10npqباید   ͷبرای به کارگیری توزیع نرمال جهت تقریب توزیع دوجمله ای با توجه به اینکه توزیع دوجمله ای ی  .

  سسته و توزیع نرمال یͷ توزیع پیوسته است،توزیع گ

  1 1

2 2
P X i P i X i

       
 

  

شود، تعداد دفعاتͬ باشد که این سͺه شیر ظاهر مXͬبار پرتاب کرده ایم. اگر  ۶٠مثال: فرض کنید یͷ سͺه نا اریب را 
20Xاحتمال  توزیع نرمال تق ͷریب بزنید. سپس را به کم 25P X .را تقریب بزنید  
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   

   

     

60

1 1
, 1

2 2
30

1
60 15

4
~ 30,15

30

15

19.5 30 30 20.5 30
20 19.5 20.5

15 15 15

2.71 2.45 2.45 2.71 0.0071 0.0030 0.0037

n

p q p

np

npq

X N

X
Z

X
P X P X P

P Z P Z P Z



   



 




          
 

             

  

ای قسمت دوم سوال داریم:بر  

     30 25.5 30
25.5 1.1619 1 0.12 0.88

15 15

X
P X P P Z

  
         

 
  

  راننده : ١۵٠شوند. احتمال اینکه از بین رانندگان در هر سال درگیر تصادفات اتوموبیل مͬ ٠٫١: در شهری معین تمرین

  سال نفر در ١٠ الف) تنها

 نفر تصادف داشته باشند چقدر است؟ ٣٠ب) حداکثر 

  نرمال: عیبا توز پوآسون عیتوز بیتقر

ͬ بزرگ باشد اگر  پارامتر  در توزیع پوآسون به اندازه کاف 5 ͬرا با توزیع نرمال با پارامترهای  توان توزیع پوآسونم

ابه مش  2و .تقریب زد  

  

ͬ که در یͷ ساعت به طور متوسط وارد یͷ فروشͽاه مͬ نفر است. احتمال  ٢٠شوند، به طور متوسط مثال: تعداد مشتریان
  ابید.نفر باشد را بی ٢٢تا  ١۵اینکه تعداد مشتریان وارد شده به این فروشͽاه در یͷ ساعت بین 

  حل:
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 

   

   

20

~ 20,20

20

20

14.5 20 20 22.5 20
14.5 22.5 1.23 0.55

20 20 20

0.55 1.23 0.7088 0.1093 0.6

X N

X
Z

X
P X P P Z

P Z P Z

 




   
         

 
       

  

  توزیع بتا:

  را یͷ متغیر تصادفͬ بتا گوییم هرگاه چͽالͬ احتمال آن به صورت زیر باشد:Xمتغیر تصادفͬ 

  
  111
1 0 1

( , )( )

0 .
X

x x x
Bf x

ow



 
    



  

,که در اینجا  0      و ,B a bگردد.بع بتاست که به صورت زیر تعریف مͬتا  

   
1

1 1

0

, (1 )B a b x x dx     

  یͷ متغیر تصادفͬ بتا باشد، در این صورت:Xقضیه: اگر 

  
   2

[ ] [ ]
1

E X Var X
 

     
 

   
  

,1تذکر: توزیع یͺنواخت حالت خاصͬ از توزیع بتا مͬ باشد که  1   اگر .   شانس ͷتر به یͺمقادیر نزدی
کنند، و اگر بیشتری برای رخ دادن پیدا مͬ  ترینزد ریمقادͺ  کنندͬم دایرخ دادن پ یبرا یشتریشانس ب صفربه.  

 

𝛼نمودار توزیع  بتا برای 4شͺل  = 2  
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𝛼نمودار چͽالͬ توزیع بتا، وقتͬ که 5شͺل  = 𝛽  

  نکته: رابطه بین تابع گاما و بتا

       
 

,B
 

 
 

 


 
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