
  مختصات قطبی:

نمایش م� دهیم Oآن را با  کهم� شود طب یا مبدا در نظر گرفته عنوان قدر مختصات قطبی ی� نقطه ثابت در صفحه به

نمایش م�  lهمچنین ی� نیم خط یا شعاع ثابت خارج شده از آن را به عنوان محور قطبی در نظر می�یریم و آن را با 

در این صورت هر نقطه  )ده م� شودتوجه کنید که معمولا� محور قطبی به صورت افق� و در جهت راست کشی. (مدهی

با محور قطبی میسازد یعن� OPو زاویه ای که پاره خط  r یعن� قطبحه را با توجه به فاصله آن از در صف P مانند

)به صورت  , )P r .مشخص م� کنیم  

 

در خلاف جهت عقربه های ساعت اندازه گیری شود مثبت و اگر در جهت عقربه های ساعت اندازه گیری اگر  :تذکر

  .شود منف� است

  .م� نامیم ای را مختص زاویهرا مختص شعاع� و r :تذکر 

  .ها در نظر می�یریمxو محور قطبی را قسمت مثبت محور  معمولا� قطب را مبدا مختصات :تذکر 

 یعن� اگر .توجه کنید که نمایش ی� نقطه در مختصات قطبی برخلاف مختصات دکارت� منحصر به فرد نیست 

( , )P r  در این صورت ( , ),P r k k   2 . توان به صورترا م� قطبهمچنین ( , )0 نمایش داد.  

) برای تعمیم تعریف م� توانیم نقاط :تذکر  , )P r   که در آنr  ) هستند را به صورت0 , )P r      تعریف

)در واقع قرینه نقطه دس� از نظر هن .کنیم , )r  را به صورت قطبنسبت به ( , )P r  .تعریف م� کنیم  

  لذا:

  ( , ) ( , ) ( , ( ) )P r r k r k          2 2 1  

 در حالت کل�:

  ( , ) ( ) , ,kP r r k k      1   

 



  

ها را به عنوان محور قطبی  xثبت محور و قسمت م قطباگر مبدا مختصات را تبدیل بین مختصات دکارت� و قطبی:  

  :در این صورت رابطه زیر بین مختصات دکارت� و قطبی برقرار است ،در نظر ب�یریم
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  ا ربع� که نقطه در آن قرار دارد موافقت داشته باشد.بباید دقت کرد که  تذکر: برای پیدا کردن 

)مثال: مختصات دکارت� نقطه ای را بیابید که نمایش آن در مختصات قطبی به صورت  , )

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)پس نمایش دکارت� این نقطه به صورت  , )
3 3 3

2 2
  است.

)صات قطبی نقطه ای را بیابید که نمایش دکارت� آن مثال: مخت  , )1   است.1
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با توجه به اینکه این نقطه در ربع چهارم قرار دارد 
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است، پس نمایش قطبی این نقطه به صورت  
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 نمایشدست کم ی� تش�یل شده است که Pمودار ی� معادله در مختصات قطبی از همه نقاط و فقط نقاط نتعریف: 

  .صادق در معادله داشته باشندقطبی 
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)cosمثال: معادله دکارت� منحن� قطبی  )r a    را به دست آورید. 2
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)sinاگر معادله قطبی ی� نمودار مثال:   )r 2 4   .معادله دکارت� آن را بیابید ،باشد2
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x اگر معادله دکارت� ی� نمودارمثال:  y x  2 2 4   .ابیدباشد معادله قطبی آن را بی 0
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)cos قرار دارد چون اگر  )r  4 rنمایش دهنده قطب است و خود قطب در معادله بر روی نمودار  0 توجه کنید که 

r پس معادله قطبی نمودار عبارت است از  0  ،


 
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  cos( )r  4 

xبا توجه به اینکه  اما y x  2 2 4 ) م� توان به صورترا  0 )x y  2 22 )cos  معادله نوشت 4 )r  نمایش  4

)دهنده نمودار ی� دایره به شعاع دو و مرکز  , )2   .است0

  

  



)cosله دکارت� منحن� معاد :مثال  )r 2 4   .را به دست آورید2
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 معادله دکارت� منحن� :مثال  cosr a      رسم کنید. یافته و سپس آنرا  را 02
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)است. , )a 0 aو مرکز   که دایره ای به شعاع 

  

)نکته: نمودار قطبی معادله  )r f    )همان نمودار معادله 0 )r f  است که به اندازه0 حول مبدا دوران یافته

  است.

  :رسم منحن� های قطبی 

rمثال: نمودار معادله قطبی  a    است.aی� دایره به شعاع  0

  x y a x y a    2 2 2 2 2  

  



مثال: نمودار     را رسم کنید.1

 

  

cosr منحن� قطبی  نمودار :مثال     کنید.    رسم  را 2

  

)sinمثال: نمودار منحن� قطبی  )r  1 را رسم کنید.( دلوار(  

  

  



)cosمثال: نمودار منحن� قطبی  )r    پر) ۴را رسم کنید.( رز  2

  

rمثال: نمودار منحن� قطبی  (پیچ ارشمیدس�) .را رسم کنید  

  

  تقارن در منحن� های قطبی:

  معادله تغییر نکند، نمودار آن نسبت به محور قطبی متقارن است.به با تغییر اگر 

به هر گاه با تغییر   معادله قطبی تغییر نکند، نمودار حاصل نسبت به خط عمود بر محور قطبی در قطب یعن�


 

2
  متقارن است.

به یا  rبه rهر گاه با تغییر  .معادله قطبی تغییر نکند، نمودار حاصل نسبت به قطب متقارن است  

  

)cosتمرین: نمودار منحن� قطبی به معادله  )r 2   را رسم کنید. (لمنیس�ات یا پروانه) 2



  

)شیب خط مماس:  نمودار منحن� قطبی  )r f  را در نظر ب�یرید، م� خواهیم شیب خط مماس بر منحن� را در نقطه

P.روی منحن� به دست آوریم  
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  داریم، پسابع پارامتری از پارامتر لذا ی� ت
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)cosاگر  )    داریم:0
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cosrمثال: شیب خط مماس بر منحن� به معادله   1 در نقطه,
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 اشتراک نمودارها در مختصات قطبی:

)sinمثال: نقاط اشتراک دو منحن�  )r   وsin( )r  1 .را به دست آورید  

  
sin( ) sin( ) sin ,

( , ),( , )

 
    

 

      
1 5

1
2 6 6

1 1 5

2 6 2 6

  



  

همیشه باید قطب به صورت جداگانه چ�  اما همانطور که مشاهده میشود قطب نیز ی� جواب مساله هست در واقع

  شود:
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  توجه کنید که اگر نکته: 

  ( )r f   

  همین منحن� از 

)١(   ( ) ( )n r f n   1  

  آید.نیز به دست م�

)برای به دست آوردن نقاط اشتراک منحن� های  )r f  و( )r g :  

  آوریم:همه معادلات متمایز دومنحن� را به دست م� )١() با توجه به رابطه ١

)٢(  ( ), ( ),...r f r f  1 2  

)٣(  ( ), ( ),...r g r g  1 2  

  کنیم.حل م� )٣(را با معادله  )٢() هر معادله ٢

r) با قرار دادن ٣    کنیم آیا قطب اشتراک دو منحن� هست یا نه.در دو معادله تحقیق م�0

cosrمثال: نقاط اشتراک دو منحن�   2 cosrو 2    را بیابید. 2

cosrحل: ابتدا معادلات دی�ر منحن�    2   آوریم:را به دست م�2
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  که همان معادله اصل� است.

cosrدر گام بعد معادلات دی�ر منحن�      آوریم.را به دست م� 2
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  که همان معادله اصل� است.

cosrلذا برای منحن� اول دو معادله   2 cosrو 2   2 cosrو برای منحن� دوم ی� معادله  2  را  2

  داریم. حال این معادلات را با هم حل می�نیم:
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  به همین ترتیب داریم:
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  که همان نقاط اشتراک قبل� هستند.

 در نهایت م� توان نشان داد که قطب روی هر دو منحن� قرار دارد.

  مساحت در مختصات قطبی:

]ی� تابع پیوسته و نامنف� روی بازه fقضیه: اگر  , ]  ،باشد    0 ، در این صورت مساحت ناحیه محدود 2
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cosrاحت ناحیه محدود به دلوار مثال: مس  2   را بیابید. 2

با توجه به تقارن منحن� دلوار نسبت به محور قطبی کافیست مساحت ناحیه محدود به 

  ضرب کنیم. ٢دلوار و بالای محور قطبی را تعیین کرده و در نهایت آن را در 
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)cosبرگ از رز مثال: مساحت ی� گل )r  3   را بیابید. 3
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sinrمثال: مساحت ناحیه محدود به داخل لیماسیون   1   و بیرون طوقه ( حلقه) آن را بیابید.2

  

ابتدا مساحت طوقه را محاسبه می�نیم:
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محدود به طوقه بیرون� را به صورت مشابه با انتگرال گیری از حال مساحت 
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6
تا 
13
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کنیم و به دست محاسبه م�

Aآوریم م�  2
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2
  بنابراین: 

  A A A    2 1 3 3  

cosrمثال: مساحت محدود به حلقه های پروانه  a 2 2   را به دست آورید. 2

  
/

/
( cos( ) ) sin( )A a d a a




    
4

4
2 2 2

0 0

1 1
4 2 2
2 4

  

sinrمساحت ناحیه قرار گرفته درون دایره  مثال:  sinrو بیرون دلوار 3  1.را بیابید  

آوریم. با قرار دادن حل: ابتدا نقاط اشتراک دومنحن� را به دست م�

sin sin  3 sin، داریم 1  
1

2
,یعن�  

 
 

5

6 6
. بنابراین با توجه به 

  ش�ل:

  ( sin ) ( sin )A d d

 

 

      

5 5

6 6
2 2

6 6

1 1
3 1

2 2
  

ناحیه نسبت به محور از طرف� با توجه به تقارن 


 
2

  داریم:

 

 



  



( cos )

sin ( sin sin )

( sin sin ) ( cos sin ) sin cos

A d d

d d

 

 

 



 

    

         



              

         

 

 

2 2
2 2

6 6

2 2
2 2

1 61 2
26 6

1 1
2 9 1 2
2 2

8 1 2 3 4 2 2 3 2 2 2

  

cosr را بیابید.  2 2 و  cosr  6  مثال: مساحت ناحیه مشترک محصور به منحن� های 

 

 

 

  ( cos ) cos ...A d d




 

   

               

 

2

3
22

2

2 3

1 1
2 6 2 2
2 2

 

 

 

 

  

  محاسبه طول قوس در مختصات قطبی:

]ی� تابع با مشتق پیوسته روی بازه fقضیه: فرض کنید  , ] حن� باشد. در این صورت طول قوس من( )r f   از

  تا :برابر است با  

  [ ( )] [ '( )] [ ]
dr

s f f d r d
d

 

 

   


    2 2 2 2  

cosrمثال طول قوس دلوار   2 از 2  تا 0    را به دست آورید.  2

 

 



  :حل

  

( cos ) ( sin ) cos cos sin

cos sin sin cos

s d d

d d d

 

   

      

  
   

      

      

 

  

2 2

2 2 2 2

40 0
2 2 2 2

2

00 0 0

2 2 2 4 8 4 4

2 2 1 2 2 2 4 8 16
2 2 2



  

 


