
: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  :بردارها 

  نمایش م� دهیم:3های مرتب از اعداد حقیق� را فضای اقلیدس� نامیده و با   مجموعه تمام سه تایی تعریف:

   ( , , ) , ,x y z x y z 3   

)ی� سه تایی مرتب مانند  3بنابراین هر نقطه در فضای   , , )P x y z 0 0   است. 0

  و نمایش نقاط در آن: دستگاه مختصات راستگرد

  

ناحیه تقسیم م� کنند.   ٨فضا را به    yz، و  xy  ،xzربع تقسیم م� کرد، صفحات    ۴صفحه را به  yو  xهمانطور که محور  

,به ناحیه ای که در آن  ,x y z  0 0   گوییم.ی� هشتم اول م� 0

  

  

)فاصله دو نقطه  فاصله دو نقطه از هم: , , )P x y z1 1 1 )و  1 , , )P x y z2 2 2   برابر است با:2

  ( ) ( ) ( )PP x x y y z z     2 2 2
1 2 2 1 2 1 2 1  

PQبردار  بردار:


را Qرا نقطه ابتدایی و نقطه  Pکند. نقطه  وصل م�Qرا به نقطه  Pپاره خط� جهت دار است که نقطه 

مانند   برای هر بردار   و هم اندازه باشند.  تهم جهر را همسنگ می�وییم هرگاه گویند. دو بردانقطه انتهایی بردار م�

PP1 2


OCکه آن را با   در فضا ی� بردار همسنگ با نقطه ابتدایی مبدا مختصات دکارت� وجود دارد


دهیم و  نمایش م�

( , , )C x x y y z z   2 1 2 1 2   بر این اساس تعریف زیر را داریم: .1



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

,ی� بردار در فضا ی� سه تایی مرتب مانند    تعریف: ,v v v v 1 2 3


,است. بردار صفر هم به صورت   ,v  0 0 0



  تعریف م� شود.

,اندازه بردار  ,u u u u 1 2 3


  تعریف م� شود: به صورت زیر  

  u u u u  2 2 2
1 2 3


  

,به عنوان مثال اگر  ,u  1 2 2


  در این صورت: 

  u     2 2 21 2 2 9 3


 

, برداری است که به صورت زیر تعریف م� شود:  ,v v v v 1 2 3


و  , ,u u u u 1 2 3


 تعریف: جمع دو بردار  

 , ,u v u v u v u v     1 1 2 2 3 3


 

 به لحاظ هندس� جمع دو بردار را م� توان به کم� قانون متوازی الاضلاع به دست آورد:

 

  

vی� عدد ثابت و  cاگر   ضرب بردار در عدد:


cvی� بردار باشد ضرب  


vبرابر بردار cبرداری است که طول آن 


cاست و اگر   cهمجهت با آن و اگر 0  vدر خلاف جهت  0


c است. اگر  vیا  0  0


cvدر اینصورت     0
  .  

  , , , ,cv c v v v cv cv cv   1 2 3 1 2 3


  

  

vقرینه بردار  :قرینه بردار


vبردار 


ــت که طول آن با بردار    vاس


ــت ول� جهت آن خلاف جهت بردار  vبرابر اس


ــت.  اس

u تفریق: v


)را به صورت   )u v 


vتعریف م� کنیم. یعن� از نظر هندس� ابتدا بردار 


را رسم کرده و سپس آن را با  

uبردار  


)راه دی�ر این اســـــت کـه چون    جمع م� کنیم. )v u v u  
  

دای دو بردار     uابتـ


vو  


ه در این  را ی�� گرفتـ

uصورت  v


vبرداری است که انتهای 


uرا به انتهای  


  وصل م� کند. 



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  

uبردار  بردار ی�ه:


uرا ی� بردار ی�ه گوییم هرگاه   1


u. اگر   0


در این صورت با تقسیم کردن آن بر اندازه اش م�  

uتوان برداری ی�ه ساخت که با  


u جهتهمجهت است و آنرا بردار 


  نمایش م� دهند.ûم� نامند وبا 

  
u

u
u






  

,به عنوان مثال اگر  ,u  1 2 2


  در این صورت: 

  
, ,

ˆ . ,u
 

  
1 2 2 1 2 2

3 3 3 3
  

  به کم� بردارهای ی�ه استاندارد

  ˆˆ ˆ, , , , , , , ,i j k     1 0 0 0 1 0 0 0 1  

,هر بردار مانند  ,u u u u 1 2 3


  را م� توان به صورت زیر نوشت 

  ˆˆ ˆu u i u j u k  1 2 3


  

  به عنوان مثال: 

 
ˆˆ, ,

ˆˆ ˆ, ,

i k

i j k

    

    

1 0 3 3

2 5 6 2 5 6
 

 

uدو بردار تعریف:


vو    


uموجود باشد که  cچون  عددی  را موازی گوییم هرگاه  cv


 .  

,اگر  ضرب داخل�: ,u u u u 1 2 3


,و  ,v v v v 1 2 3


در این صورت ضرب داخل� این دو بردار به صورت زیر 

  شود:تعریف م�

  .u v u v u v u v  1 1 2 2 3 3


  

  مثال:

  

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

.

u i j k

v i j k

u v

  

  

    

2 3 2

4 3 5

8 9 10 11






  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

uزاویه بین بردار های اگر  قضیه:


vو  


  باشد در این صورت:

  . cosu v u v 
  

  

uزاویه بین بردار های ناصفر اگر  نتیجه:


vو 


  باشد

.
cos

u v

u v
 



  

v متعامد هستند هرگاه :


uو  
  نتیجه: دو بردار 

 .u v  0
  

,مثال: زاویه بین بردار های   ,u   3 1 2


,و  ,v    1 1 2


  را محاسبه نمایید:

  
.

cos
u v

u v


 
  

3 1 4
0

14 6



  

بنابر این  


 
2

.  

uبردار های ناصفر  تعریف:
  وv


  ب�یرید.همچنین فرض کنید را در نظر 

  u w w 1 2

 
  

w1که 


vبرداری موازی با  


w2و  


vبرداری عمود بر 


w1است. 


uرا تصویر بردار  


vبر 


vprojگوییم و با   u


نمایش م� 

w2دهیم. همچنین 


uرا مؤلفه بردار  


vعمود بر  


wم� نامیم  u w 2 1

 
.  

  

  م� توان نشان داد:

  
. .
ˆv

u v u v
proj u v v

v v
 

2


  


 
  

ˆˆمثال: اگر   ˆu i j k  


3 5 ˆˆو   2 ˆv i j k  7 2


uتصویر بردار  


vبر 


  را به دست آورید.



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  
( )

. ( )

. ˆˆ ˆ, ,v

v

u v

u v
proj u v i j k

v

    

       

      

2 2 2

2

7 1 2 54

3 7 1 5 2 2 12

12 14 2 4
7 1 2

54 9 9 9











  

ˆˆ دو بردار در فضا باشند. ضرب   ˆv v i v j v k  1 2 3


ˆˆ و   ˆu u i u j u k  1 2 3


تعریف (ضرب برداری): فرض کنید   

v برداری است که به صورت زیر تعریف م�شود: 


uدر بردار 


 خارج� بردار 

 

ˆˆ ˆi j k

u v u u u

v v v

  1 2 3

1 2 3


 

ˆˆضرب خارج� بردار مثال:  ˆu i j k  2


ˆˆدر   ˆv i j k  3 2


  را بیابید.  

  

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

i j k

u v i j k     



1 2 1 3 5 7

3 1 2


 

  ضرب خارج�:جبری خواص 

 

. ( )

. ( )

. ( ) ( ) ( )

.

. .( ) ( ).

u v v u

u v w u v u w

c u v cu v u cv

u u

u v w u v w

   

     

    

 

  

1

2

3

4 0

5

  

     

    

  

    

  

uخواص هندس� ضرب خارج�: فرض کنید  


vو  


  بردار هایی ناصفر در فضا باشند، در این صورت:

١. u v


u  بر بردار های  


vو  


  عمود است. 

٢.   sinu v u v  
  

  

٣.   u v  0
  اگر و تنها اگرu


vو  


 مضربی از هم باشند. 

۴. u v


uمساحت متوازی الاضلاع� است که  


vو  


دو ضلع مجاور آن  

   باشند.

  

  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  

  

  

)  رئوس آنمثال: مساحت مثلث� را بیابید که  , , )P  1 1 0 ،( , , )Q  2 1 )، و 1 , , )R  1 1   باشد. 2

  

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆˆ ˆ

ˆˆ

PQ i j k i j k

PR i j k i j k

i j k

PQ PR i k

S PQ PR

         

          

    



    2 2

2 1 1 1 1 0 2

1 1 1 1 2 0 2 2 2

1 2 1 6 6

2 2 2

1 1
6 6 3 2

2 2





 

 

  

)مثال: بردار ی�ه ای بیابید که بر صفحه گذرا از سه نقطه  , , )P  1 1 0 ،( , , )Q  2 1 )، و 1 , , )R  1 1   عمود باشد.2

  
ˆ ˆ

ˆ ˆˆ
PQ PR i j

n i j
PQ PR

 
   



6 6 2 2

2 26 2

 

   

uفرض کنید   تعریف (ضرب جعبه ای):


 ،v


wو  


).سه بردار در فضا باشند. در این صورت   )u v w
 

را ضرب عددی  

  شود. همانطور که قبلا دیدیم:گانه یا  ضرب جعبه ای سه بردار نامیده م�سه 

  .( ) ( ).u v w u v w  
    

  

ˆˆاگر  قضیه: ˆu u i u j u k  1 2 3


  ،ˆˆ ˆv v i v j v k  1 2 3


ˆˆ، و   ˆw w i w j w k  1 2 3


در این صورت ضرب جعبه ای  

  برابر است با:

  .( )

u u u

u v w v v v

w w w

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

 
  

  با توجه به خواص دترمینان:  نتیجه:

  .( ) .( ) .( )u v w v w u w u v    
       

  

uحجم متوازی السطوح� که با بردار های  قضیه:


 ،v


wو  


  شود، برابر است با:ساخته م�



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  

   .V u v w 
 

  

  

  

  حجم متوازی السطوح� که با بردار های  مثال:

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ, ,u i j k v j k w i j k       3 5 2 2 3


  

  شود را بیابید. ساخته م�

  

 

 

.

. ( )

V u v w

u v w

 



          

3 5 1

0 2 2 3 4 5 6 1 6 36

3 1 1

 

   

  : در فضا صفحه

تعریف: صفحه گذرا از نقطه  , ,P x y z0 0 0 ,و بردار نرمال 0 ,n a b c 


است که Qمجموعه همه نقاط� مانند  

PQ


nبر 


)اگر  عمود است. بنابراین , , )Q x y z:  

  
, ,

. , , . , ,

PQ x x y y z z

PQ n x x y y z z a b c

    

       

0 0 0

0 0 00 0



   

  لذا معادله صفحه به صورت زیر است:

  ( ) ( ) ( )a x x b y y c z z     0 0 0 0  

)معادله صفحه ای را بیابید که   , , )P  2 1 ˆˆروی آن و بردار 3 ˆv i j k  3 4 3


  بردار نرمال آن باشد.  

  ( ) ( ) ( )x y z     3 2 4 1 3 3 0  

n1های نرمال رزاویه بین دو صفحه با بردا


n2و  


که مقداری است مانند  


 0
2

به و  

  شود: صورت زیر تعیین م�

  
.

cos
n n

n n
 

1 2

1 2

 

   

n1های نرمال ربنابراین دو صفحه با بردا


n2و  


n.متعامدند اگر  n 1 2 0
 

n1اگر   و موازی هستند 


n2و  


  مضربی از هم باشند. 



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

xزاویه بین دو صفحه   مثال: y z  3 6 2 xو  15 y z  2 2   را بیابید.5

  

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

.
cos

cos .

n i j k

n i j k

n n

n n


 

  

  

  

      

1

2

1 2

1 2

1

3 6 2

2 2

4 4

2149 3

4
1 38

21





 

  

  معادله خط: 

)خط گذرا از نقطه قضیه:  , , )P x y z 1 1 ,و موازی بردار  1 ,v a b c 


به کم� معادلات پارامتری  

  شود: زیر نمایش داده م�

  , ,x x at y y bt z z ct     1 1 0  

t از معادلات پارامتری   cهم�� ناصفر باشند، با حذف پارامتر  b، و   ،a اگر در بردار هادی خط  

آیند:خط، معادلات متقارن خط به صورت زیر به دست م�  

 
x x y y z z

a b c

  
 1 1 1  

, است را  ,v   2 4 4


) عبور کرده و موازی بردار  , , )P  1 2 4 مثال: معادله پارامتری و متقارن خط� که از نقطه  

 بیابید. 

 معادله پارامتری به صورت: 

 , ,x t y t z t      1 2 2 4 4 4  

 و معادله متقارن خط به فرم زیر است: 

 
x y z  

 


1 2 4

2 4 4
 

) را بیابید.  , , )1 3 5 )و   , , )2 1 0  مثال: معادله خط گذرا از نقاط 

 
ˆˆ ˆ( ), ,

, ,

v i j k

x t y t z t

       

     

1 2 3 1 5 0 3 2 5

1 3 3 2 5 5



 



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

xفصل مشترک دو صفحه  مثال: y z  2 xو   0 y z  2 3 2   را بیابید. 0

فصل مشترک دو صفحه متقاطع بر بردار نرمال هر دو صفحه عمود است،  با توجه به اینکه 

کنیم:ابتدا بردار هادی خط را به کم� رابطه زیر پیدا م�   

 

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

i j k

n n i j k     


1 2 1 2 1 4 7

2 3 2

 
 

پس از معادلات  دهیم و سرا برابر صفر قرار م�zبرای اینکار مثلا کنیم، سپس ی� نقطه روی فصل مشترک پیدا م�

  یابیم.نقطه روی فصل مشترک را م�yو  xصفحه  

  ,
x y

x y
x y

     
  

2 0
0 0

2 3 0
  

)پس نقطه   , , )0 0   روی فصل مشترک دو صفحه قرار دارد. لذا معادله پارامتری خط به صورت زیر است:0

  , ,x t y t z t  4 7  

نقطه برخورد خط به معادله پارامتری مثال:   

 , ,x t y t z t     
8

2 2 1
3

 

x را بیابید.  y z  3 2 6 6  و صفحه  

 

( ) ( ) ( )

, , ( )

( , , )

t t t

t t

x y z

P

     

    

       



8
3 2 2 2 6 1 6
3

8 8 1

8 2
2 2 1 1 0

3 3
2
2 0

3

 

اگر معادله ی� صفحه فاقد ی� متغیر باشد، در این صورت صفحه موازی تذکر: 

متغیر است.محور مختصات آن   

 

 



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

 فاصله نقطه از صفحه:

Q خارج از صفحه به کم� رابطه زیر محاسبه  قضیه: فاصله ی� صفحه و نقطه  

شود: م�  

 
.PQ n

D
n



 

  

Pی� نقطه واقع بر صفحه است. nبردار نرمال صفحه و  


 که در اینجا  

 

x را بیابید. y z  3 2 6 و صفحه  ( , , )Q  1 5 4  مثال: فاصله نقطه  

 

ˆˆ ˆ

( , , )

ˆˆ ˆ

.

n i j k

P

PQ i j k

PQ n
D

n

  



   

  
  

 

3 2

2 0 0

5 4

3 5 8 16

9 1 4 14





 



 

ax داده شده باشد، در این صورت فاصله نقطه  by cz d    0 تذکر:  اگر معادله صفحه به صورت 

از صفحه به کم� فرمول زیر قابل محاسبه است:  , ,Q x y z 0 0 0  

 
ax by cz d

D
a b c

  


 

0 0 0

2 2 2
 

x را بیابید. y z   6 2 4 4 و  0 x y z   3 2 6 0  تمرین: فاصله دو صفحه موازی 

  فاصله نقطه از خط:

vو Lی� نقطه بر خط   Pفرض کنید   قضیه:


ای  نقطه Qبردار هادی خط در فضا و   

به کم� فرمول زیر Lتا خط  Qدلخواه در فضا باشد. در این صورت فاصله نقطه 

  شود:محاسبه م�

 
PQ v

D
v




 

  

)فاصله نقطه   مثال: , , )Q  3 1 ,تا خط   4 ,x t y t z t      2 3 2 1   را بیابید.  4



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

 

( , , )

, ,

, ,

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

P

v

PQ

i j k

PQ v i j k

PQ v
D

v

 

  

  

     




  

2 0 1

3 2 4

5 1 3

5 1 3 2 11 7

3 2 4

174
6

29





 

 



 

  

  منحن� های درجه دوم:یاد آوری 

م�ان هندس� تمام نقاط� در صفحه که از ی� نقطه ثابت، مرکز دایره، به ی� فاصله اند را دایره م� گوییم. این  دایره: 

  فاصله ثابت را شعاع دایره م� نامیم.

)معادله ی� دایره به مرکز   , )x y0   برابر است با:rو شعاع  0

  ( ) ( )x x y y r   2 2 2
0 0  

)م�ان هندس� همه نقاط    سهم�: , )x y   ،در صفحه که فاصله آنها تا ی� نقطه خاص

کانون سهم�، و ی� خط ثابت مفروض، خط هادی، به ی� فاصله هستند را سهم�  

م�   راس سهم�م� نامیم. نقطه ای که بین خط هادی و کانون سهم� قرار دارد را  

  م� گوییم.   محور سهم�نامیم. همچنین خط� که از راس و کانون سهم� م� گذرد را  

  

  

  

)معادله استاندارد ی� سهم� با راس   قضیه: , )h k  و کانون( , )h k p  خط هادیy k p  به صورت زیر است  

( ) ( )x h p y k  2 4  

pاگر   pسهم� به سمت بالا و اگر  0  به همین ترتیب معادله استاندارد ی� سهم� به سمت پایین باز م� شود.  0

)سهم� با راس   , )h k  و کانون( , )h p k  خط هادیx h p به صورت زیر است  

  ( ) ( )y h p x k  2 4  

pاگر   pسهم� به سمت راست و اگر 0    سهم� به سمت چپ باز م� شود. 0

  سهم� به معادله زیر را رسم کرده و کانون آن را بیابید: مثال: 



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  y x x   21 1

2 2
  

 ابتدا معادله استاندارد سهم� را پیدا م� کنیم: 

 

( )

( )

( )

( ) ( )

y x x

y x x

y x x

x y

x y

  

  

   

  

   

2

2

2

2

2

2 1 2

2 1 2

2 2 2 1

1 2 2

1 2 1

 

, ,h k p


   
1

1 1
2

) داریم   ) ( )x h p y k  2 4 با مقایسه معادله اخیر و معادله 

منف� است سهم� به سمت پایین باز م� شود. همچنین  p . با توجه به اینکه مقدار  

.( , ) ( , )h k p  
1

1
2

 کانون آن برابر است با  

 

  بیض�: 

)م�ان هندس� مجموعه نقاط� مانند  , )x y ،مقدار ثابت�کانون های بیض�که مجموع فاصله آنها تا دو نقطه ثابت  ، a2  

رئوس  باشد را بیض� م� نامیم. خط� که از کانون های بیض� م� گذرد بیض� را در دو نقطه قطع م� کند، این نقاط 

نقطه ای  پاره خط� که رئوس بیض� را به هم وصل م� کند محور اصل� بیض� نامیده م� شود.  نامیده م� شود. بیض�

  نام دارد. مرکز بیض�که وسط رئوس بیض� قرار دارد 

  

)قضیه: معادله استاندارد ی� بیض� با مرکز  , )h k و قطر اصل� با طولa2 و قطر کوچ� به طولb2  کهa b  به صورت  

  
( ) ( )x h y k

a b

 
 

2 2

2 2
1  

  است، که ی� بیض� با محور اصل� افق� است و یا به صورت  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  
( ) ( )x h y k

b a

 
 

2 2

2 2
1  

واحد از مرکز cاست که ی� بیض� با محور اصل� قائم است.  کانون های بیض� روی محور اصل� بیض� قرار با فاصله  

  بیض� قرار دارند که 

  c a b 2 2 2  

  مرکز، کانون و رئوس بیض� زیر را بیابید. ال:مث

  x y x y    2 24 8 4 8 0  

 حل: ابتدا به کم� مربع کامل نمودن معادله استاندارد بیض� را پیدا م� کنیم:

 ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x y x y

x y x y

x x y y

x y

x y

    

   

       

   

 
 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

4 8 4 8 0

4 8 4 8

4 2 1 4 4 8 4 4

4 1 2 16

1 2
1

4 16

 

) داریم. از طرف�  , )1 2 لذا ی� بیض� قائم به مرکز 

) و   , ) 1 2 2 3 c  پس کانون های بیض�   a b     2 2 16 4 12 2 3

)  هستند. , )1 2 )و  , )1 6 ) و رئوس آن   , ) 1 2 2 3  

 

  هذلول�: 

)هذلول� مجموعه نقاط� از صفحه مانند   , )x yفاصله   است که قدر مطلق  تفاضل

آنها از دو نقطه ثابت ،که کانون های هذلول� نامیده م� شوند، عددی ثابت است. 

خط� که از کانون های هذلول� م� گذرد، هذلول� را در دونقطه قطع م� کند که  

پاره خط� که دو راس هذلول� را بهم وصل م�  نامیده م� شوند.    هذلول�رئوس  

  کند محور عرض� هذلول� نامیده م� شود. 

  

  

  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

)قضیه: معادله استاندارد ی� هذلول� به مرکز   , )h k  اگر افق� باشد (یعن� محور اصل� آن افق� باشد) به صورت زیر

  است:

  
( ) ( )x h y k

a b

 
 

2 2

2 2
1  

  و اگر عمودی باشد به صورت زیر خواهد بود:

  
( ) ( )y k x h

a b

 
 

2 2

2 2
1  

c واحد با مرکز هذلول� فاصله دارند که  a واحد با مرکز آن فاصله دارند و کانون های آن  رئوس هذلول�  

.c a b 2 2 2  

همانطور که در ش�ل رو برو مشاهده م� شود ی� هذلول� دو مجانب   

م� کنند و در واقع  قطر های دارد که همدی�ر را در مرکز هذلول� قطع 

)به مرکز  b2و  a2مستطیل� هستند با ابعاد   , )h k نامیده  مستطیل کم��که

    م� شود.

  

 

  مجانب های ی� هذلول� افق� به صورت    قضیه:

  ( ), ( )
b b

y k x h y k x h
a a

       

  و مجانب های ی� هذلول� قائم به صورت  

  ( ), ( )
a a

y k x h y k x h
b b

      

 است.

  نمودار هذلول�  به معادله  مثال:

  x y 2 24 16  

  را رسم کنید. 

  فرم استاندارد آن را به صورت ١۶با تقسیم طرفین معادله بر عدد 

  
x y
 

2 2

1
4 16

  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

)افق� به مرکز   هذلول�را م� نویسیم که معادله ی�  , )0 )و  رئوس  0 , )2 )و   0 , )2 است. حال مستطیل کم�� را رسم کرده  0

  و به کم� آن مجانب های هذلول� را مشخص نموده و سپس آنرا رسم م� نماییم. 

  

  منحن� های درجه دوم:معادلات پارامتری 

  معادله پارامتری ی� دایره به معادله 

  ( ) ( )x x y y r   2 2 2
0 0  

  به صورت زیر است.

  
cos
,

sin

x x r t
t

y y r t


    
  

0

0

0 2  

  معادله پارامتری ی� بیض� به معادله 

  
( ) ( )x x y y

a b

 
 

2 2
0 0

2 2
1  

  به فرم زیر است:

  
cos
,

sin

x x a t
t

y y b t


    
  

0

0

0 2  

  معادله پارامتری ی� هذلول� به معادله 

  
( ) ( )x x y y

a b

 
 

2 2
0 0

2 2
1  

  به صورت زیر است:

  

cosh
,

sinh

cosh
,

sinh

x x a t
t

y y b t

x x a t
t

y y b t

      
  
      
  

0

0

0

0

  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  رویه ها: 

به این صورت   شودتعریف (استوانه): سطح� است که توسط ی� خط متحرک در امتداد ی� منحن� مسطح تولید م�

ماند. که این خط همیشه موازی خط ثابت� که در صفحه منحن� نیست باق� م�

نام دارد. هر موضع   هادی استوانهو منحن� مسطح  مولد استوانه خط متحرک 

  شود. مولد ی� خط جاری استوانه نامیده م�

  

zنمودار رویه   مثال: x   را رسم کنید.2

نیست بنابراین مقطع رویه فوق با  yبا توجه به اینکه معادله بالا شامل  حل:

yصفحه  k منحن�z x است   استوانه سهمویباشد. در واقع رویه فوق ی� م�2

zبا منحن� هادی  x   ها.yو خطوط جاری موازی با محور  xzدر صفحه  2

  

,متغیره از سه متغیر    در فضای سه بعدی نمودار ی� معادله دو  قضیه: ,x y z  ی� استوانه

موازی محور مربوط به متغیر مفقود در معادله بوده و هادی    است که خطوط جاریش 

  آن منحن� ای است در صفحه مربوط به دو متغیر معادله.

 
  استوانه مستدیر1ش�ل 

  

 
  z=sin(x)استوانه 2ش�ل 

  

:       استوانه سهموی:       ( )S y y a x x   2
0 0  

    استوانه بیضوی:  
( ) ( )
:
x x y y

S
a b

 
 

2 2
0 0

2 2
1  

استوانه هذلولوی:     
( ) ( )
:
x x y y

S
a b

 
 

2 2
0 0

2 2
1  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  رویه های درجه دو:

,فرم کل� ی� معادله درجه دو از سه متغیر  ,x y z:به صورت زیر م� باشد  

  Ax By Cz Dxy Exy Fyz Gx Hy Iz J         2 2 2 0  

  اگر بتوان معادله بالا را به صورت زیر نوشت 

)١٫١ (  ( )( )Ax By C z D Ax B y C z D      1 1 1 1 2 2 2 2 0  

  در این صورت معادله بالا نشان دهنده نمودار دو صفحه 

  ,Ax B y C z D A x B y C z D     1 1 1 1 2 2 2 2  

نوشت، نمودار معادله   )١٫١(م� باشد که این حالت مورد توجه ما نیست. اگر نتوان معادله درجه دوم را به صورت 

xy,رویه را نرمال یا استاندارد گوییم هرگاه ضرایب  گوییم.درجه دوم فوق را ی� رویه درجه دوم م� yz  وzx  در معادله

  درجه دوم برابر صفر باشد. اگر رویه غیر استاندارد باشد م� توان به کم� دوران مناسب آن را نرمال سازی کرد.

هذلول� گون  ، هذلول� گون ی� پارچه، بیض� گونشوند: م�رویه های درجه دوم در شش دسته کل� طبقه بندی 

 .سهم� گون هذلولوی، و سهم� گون بیضوی، مخروط بیضوی، دوپارچه

zنمودار رویه  مثال:  y x 2   را رسم کنید. 2

 

  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

 

  

  

  

  بیض� گون 

x y z

a b c
  

2 2 2

2 2 2
1  

  اثر  صفحه 

  بیض�  xyموازی صفحه 

  بیض�  xzموازی صفحه 

  بیض�  yzموازی صفحه 

aاگر  b c     رویه ی� کره است. 0

  

  هذلول� گون ی� پارچه 

x y z

a b c
  

2 2 2

2 2 2
1  

  اثر  صفحه 

  بیض�  xyموازی صفحه 

  هذلول�  xzموازی صفحه 

  هذلول�  yzموازی صفحه 
  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  

  هذلول� گون دو پارچه 

z x y

c a b
  

2 2 2

2 2 2
1  

  اثر  صفحه 

  بیض�  xyموازی صفحه 

  هذلول�  xzموازی صفحه 

  هذلول�  yzموازی صفحه 
  

  

  

  مخروط

x y z

a b c
  

2 2 2

2 2 2
0  

  اثر  صفحه 

  بیض�  xyموازی صفحه 

  هذلول�  xzموازی صفحه 

  هذلول�  yzموازی صفحه 
  

  

  سهم� گون بیضوی

x y
z

a b
 

2 2

2 2
  

  اثر  صفحه 

  بیض�  xyموازی صفحه 

  سهم�  xzموازی صفحه 

  سهم�  yzموازی صفحه 
  



: امیرحسین سبحان�تنظیم  تهیه و  

  

  سهم� گون هذلولوی

y x
z

b a
 

2 2

2 2
  

  اثر  صفحه 

  هذلول�  xyموازی صفحه 

  سهم�  xzموازی صفحه 

  سهم�  yzموازی صفحه 
  

  

  

اگر ی� منحن� مسطح حول خط ثابت� در صفحه منحن� ب�ردد، سطح تولید  سطح دوار:

  منحن� مولدسطح دوار و منحن� مسطح   محورشده ی� سطح دوار نام دارد. خط ثابت 

  نامیده م� شود. 

)منحن� تابع شعاع�   )y r z  را در صفحهyz  نظر ب�یرید.  اگر این منحن� حول محورz

دوران کند، همانطور که در ش�ل روبرو دیده م� شود ی� سطح دوار داریم که اثر آن روی  

zصفحه  z )ی� دایره به شعاع 0 )r z0   و به معادله[ ( )]x y r z 2 2 2
بنابراین   ست.ا0

  معادله این رویه به صورت 

  [ ( )]z y r z 2 2 2  

  حول ی� محور مختصات به صورت زیر است: rخواهد بود. در حالت کل� معادله رویه حاصل از دوران تابع شعاع� 

]:  xدوران حول محور -١ ( )]y z r x 2 2 2 

]: yدوران حول محور  -٢ ( )]x z r y 2 2 2  

]: zدوران حول محور   -٣ ( )]x y r z 2 2 2  

yمعادله سطح حاصل از دوران منحن�   مثال: x2   ها را بیابید.  xحول محور xyدر صفحه   4

  y z x 2 2 4  

  که ی� سهم� گون دوار است.


