
 تهیه و تنظیم: امیرحسین سبحان�

  مروری بر مفهوم حد:

xدر ی� همسای�� محذوف نقطه fفرض کنید تابع  تعریف دقیق حد: 
0

تعریف شده باشد، در اینصورت گوییم حد  

xبه سمت   xوقت�  fتابع  
0

  میل م� کند و م� نویسیمLمیل م� کند به مقدار   

  lim ( )
x x
f x L




0

  

هرگاه برای هر    0 ،  ،  ای چنان موجود باشد، احتمالا وابسته به مقدار 0

  که 

  ( )x x f x L      
0

0  

  

  به کم� تعریف دقیق حد نشان دهید که  مثال: 

  lim( )
x

x


  
1
3 8 5  

حل: فرض کنید که    دلخواه و از این پس ثابت باشد، باید نشان دهیم مقداری چون  0  چنان موجود است  0

  که 

 ( )x x        0 1 3 8 5  

  از طرف� داریم:

  ( )x x x      3 8 5 3 3 3 1  

 کافیستلذا 


 
3

  انتخاب شود.  

  به کم� تعریف دقیق حد نشان دهید کهمثال: 

  lim
x
x


2

2
4  

  با توجه به تعریف حد باید نشان دهیم:

  : x x            20 0 0 2 4  

  از طرف�:
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  x x x x     2 4 2 2 2  

اگر   1 ،  

x x x          1 2 1 3 2 5 2 5  

xپس    2 4 }minلذا کافیست 5 , }


  1
5

.  

xدر نقطه  fتذکر: طبق تعریف، برای وجود حد تابع  
0

 ،f باید حتما در ی� همسای�� محذوف نقطهx
0

تعریف شده  

  باشد. 

  

)نشان دهید تابع  مثال:  )
]

x
f x

x




  در نقطه صفر حد ندارد.  

]حل: چون مخرج کسر در این تابع در فاصله   , )0 صفر م� شود، لذا   1

این تابع در هیچ همسای�� محذوف� از صفر تعریف نم� شود، 

  بنابراین تابع در صفر حد ندارد.

  

  

   حد  زیر را بررس� کنید.مثال: 

  

lim
[ cos( )]x

x

x 

2

0 1
  

)چون در بازه   , )
 


2 2

  ،cos( )x 0 لذا  در این بازه  1

cos( )x  0 1 بنابراین مخرج کسر در این فاصله برابر با صفر است. پس در  1

  در این نقطه حد ندارد. این مثال تابع در هیچ همسای�� محذوف� از نقطه صفر تعریف نشده و لذا 

)نشان دهید تابع  مثال:  )

sin( )

f x

x


1

1
  در نقطه صفر حد ندارد.  
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هر همسای��   همسای�� محذوف� از نقطه صفر تعریف نشده است.م� خواهیم نشان دهیم که این تابع در هیچ  

nصفر را که در نظر ب�یریم     ای به اندازه کاف� بزرگ چنان موجود است که
n

1
در این همسای�� قرار دارد. از   

)طرف�  )
sin( )

f
n n 

 
1 1 1

0
  که تعریف نشده است.  

  یادآوری: 

0Mکراندار گوییم  هر گاه   Iرا روی  fتعریف: تابع     ای چنان موجود باشد که به ازای هرx I ،( )f x M.  

xای چنان موجود باشد که به ازای هر  Mاز بالا کراندار گوییم  هر گاه   Iرا روی  fتعریف: تابع   I ،( )f x M .

xای چنان موجود باشد که به ازای هر   mرا از پایین کراندار گوییم هرگاه    fهمچنین تابع   I ،( )m f x .  

  از بالا و پایین کراندار باشد ی� تابع کراندار است. fتذکر: واضح است که اگر  

  نامیم. کران م�کراندار نباشد آنرا بی fع  اگر تاب

  

)هرگاه  قضیه:  )f x   درx
0

)حد داشته باشد،    )f x در ی� همسای�� محذوفx
0

  کراندار است.  

  

  

)بنابر قضیه فوق تابع  مثال:  )f x
x


1

xدر     حد ندارد. 0

  

  

  

  

)هرگاه  قضیه:  )f x درx
0

  حد داشته باشد، این حد منحصر به فرد است.

xدر   fاگر تابع  نتیجه: 
0

باشد، برای هر دنباله مانند  Lدارای حد   }
n
a کهlim

nn
a x




0
( جملات دنباله در    

xدامنه تابع و مخالف  
0

  باید داشته باشیم:) 
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  lim ( )
nn

f a L


  

  برای اثبات عدم وجود حد به کار گرفته م� شود.بخصوص این نتیجه 

limنشان دهید که  مثال:  sin( )
x x0

1
  موجود نیست. 

حل: دنباله های  
n
a و

n
b :را به صورت زیر در نظر م� گیریم  

   
,

n n
a b

n n
 

 

 

1 1

4 1 4 1
2 2

  

limوضوحا   lim
n n

n n
a b

 
    اما: .0

  

lim sin( ) lim sin( )

lim sin( ) lim sin( )

n n
n

n n
n

n
a

n
b







 

 

  

   

1
2 1

2

1
2 1

2

  

  که با نتیجه قبل در تناقض است و این تابع در صفر حد ندارد.

limاگر قضیه:  ( )
x x
f x L




0
1

limو  ( )
x x
g x L




0
2

  آنگاه  

  
)lim ( ) ( )

)lim ( ) ( )
x x

x x

f x g x L L

f x g x LL




  


0

0

1 2

1 2

1

2
  

Lاگر                                                  
2

0      ،
( )

)lim
( )x x

Lf x

g x L


0

1

2

3  

)هرگاه ): 1قضیه فشردگ� (ساندویچ  ) ( ) ( )f x f x f x 
1 2

در ی� همسای��  

xمحذوف 
0

limبرقرار باشد و     ( ) lim ( )
x x x x
f x f x L

 
 

0 0
1 2

در اینصورت 

lim ( )
x x
f x L




0

.   

 
1 Sandwich theorem 
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limمطلوبست محاسبه   مثال: 
x
x
x

 
 
  

2

20

2
.  

  x x
x x x x

   
         
      

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
1 2 2  

limاز طرف�  lim
x x

x
 

  2

0 0
2 2 xلذا بنابر قضیه ساندویچ حد تابع   2

x

 
 
  

2

2

2
نیز  

   دو است. در صفر موجود ومقدار آن برابر 

]یادآوری:   ]x x x  1.  

)هرگاه  قضیه:  )f x  در ی� همسای�� محذوف� ازx
0

limکراندار باشد و   ( )
x x
g x




0

limآنگاه  0 ( ) ( )
x x
f x g x




0

0 .  

  مثال:  

  

lim sin

lim( )cos

x

x

x
x

x
x





    
     

0

2

1

1
0

1
1 0

1

  

  حدود ی� طرفه:

xدر نقطه  fحد راست: تابع  
0

دارای حد راست است اگر برای هر    0

 ،    ای موجود باشد که  0

  ( )x x x f x L      
0 0

  

  در اینصورت م� نویسیم:  

lim ( )
x x
f x L




0

  

xدر نقطه  fحد چپ: تابع  
0

دارای حد چپ است اگر برای هر    0 ،

    ای موجود باشد که  0

  ( )x x x f x L      
0 0

  

  در اینصورت م� نویسیم:  
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lim ( )
x x
f x L




0

  

  در صفر دارای حد است.xنشان دهید تابع  مثال: 

  lim
x
x



0
0  

فرض کنید    م� خواهیم نشان دهیم  0    چنان موجود است که 0

  x x    0  

پس کافیست      در نظر گرفته شود.2

xدر  fقضیه: شرط لازم و کاف� برای وجود حد تابع  
0

  آن است که حد چپ و راست آن موجود بوده  و برابر باشند.

)تابع  مثال:  ) [ ]f x x اگرx n 
0

فاقد حد است زیرا  

  lim[ ] , lim[ ]
x n x n
x n x n

  
   1  

)حد تابع  مثال:  )
x

f x
x x




 2

2

6
xرا در نقطه   

0
  بررس� کنید.2

        یاد آوری:
,x x

x
x x

  
 

0

0
  

  

( ) ( )
lim lim lim lim

( )( ) ( )

( ) ( )
lim lim lim lim

( )( ) ( )

x x x x

x x x x

x x x

x x xx x x x

x x x

x x xx x x x

   

   

   

   

  
   

     

      
   

     

0

0

2 22 2 2 2

0

0

2 22 2 2 2

2 2 2 1 1

2 3 3 56 6

2 2 2 1 1

2 3 3 56 6

  

  حدود زیر را محاسبه کنید.مثال: 

  )lim
x

x x

x x

   
 

  

5

6 31

4 9 7 4 9 7
1 4

3 1 13 1
  

lim(مبهم 
x

x x x

x x

  


 

3 2

32

3 9 2 0
2

06
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( )( )

lim lim
( )( )x x

x x x x x

x x x x x 

    
  

    

2 2

2 22 2

2 5 1 5 1 15

112 2 3 2 3
    

          

x x x

x x x x

x x

x x

x

x

  

  

 







3

3 2 2

2

2

6 2

2 2 3

2 6

2 4

3 6

3 6

0

                

x x x x

x x x x

x x

x x

x

x

   

  

 







3 2

3 2 2

2

2

3 9 2 2

2 5 1

5 9 2

5 10

2

2

0

       

  

( )

) lim lim

( )( )
lim lim

( )

x x

x x

x

x x x x

x x x x x x
x x x x x

xx x

 

 

 

   


     
    

  
  

2

0

20

2 2 21 1

2 2

2 21 1

3 1

1 1 6 3 3
3

6 3 3 6 3 3 6 3 3
1 6 3 3 6 3 3

1
3 16 3 9

  

  

  

sin ( )
)lim

cos ( )
cos ( )

lim [ ( )( )]
( cos( ))( cos( ) cos ( ))

cos( ) cos( ) cos( )
lim lim
( cos( ))( cos( ) cos ( )) cos( ) cos ( )

x

x

x x

x

x
x

a b a b a ab b
x x x

x x x

x x x x x





 





 





    

  
  

  
    

0

2 0

3

2
3 3 2 2

2

2 2

4
1

1

1 1
1 1 1 2

31 1 1

  

  

)lim [ ]

( )( )
lim lim lim ( )

x

z z z

x
z x x z

x
z z z z

z z
z z



  


     

 
   

     
 

3 3

31

3 2
2

3 3 3

2 2 0
5 26 26

026 3
2 54 2 3 3 9

2 3 9 54
3 3
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  
 

   

) lim lim

lim

lim lim

x
x

x

x x

x x x x

x x x

x x x

x xx x

x x

x x xx x






 

    
 

  

  
 

  

 
    

   

2 2 21
1

21

21 1

1 1 1 1
6

1 1 1

1 1 1

1 11 1

1 1 1 1 1

1 1 1 2 21 1

  

  حد در بی نهایت: 

میل م� کند اگر برای هر  Lدر بی نهایت به  fگوییم تابع    M، مقدار  0  چنان موجود باشد که برای هر  0

x M داشته باشیم  

  ( )f x L    

   در اینصورت م� نویسیم:

  lim ( )
x
f x L


  

  به طریق مشابه حد زیر تعریف م� شود 

  lim ( )
x

f x L


  

  

  

limنشان دهید  مثال: 
x x


1

0.  

فرض کنید    Mمقداری مانند باید دلخواه و از این پس ثابت باشد، 0  چنان پیدا کنیم که برای هر   0

x M داشته باشیم  

  
x x

  
1 1

0  

Mست برای برقراری رابطه فوق کافی



1

  در نظر گرفته شود. 

  حدود زیر را محاسبه کنید.مثال: 
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( )
) lim lim

( )
x x

x
x x x x
x

x
x

 

 
 

 




2
2 2

2
2

2

1 3
2

2 3 2
1

5 33 5
3

  

  

( )
) lim lim

( )
x x

x
x x x
x

x
x

 




 




3

2 3

3
3

3

5 2
5 2

2 0
12 1

2

  

  

   
 
 

 

) lim lim

lim lim

x x

x x

x x x
x x x x x x

x x x

x x x x

x x x
x

x



 

 

 
    

 

 
  

        

2

2 2

2

2 2

2

3

1

21
1 1

  

    

  

sin
sin( )

)lim sin( ) lim lim
x tx

x t
x

x t

x





 

    
  

0
0 0

0

1

1
4 1

1
  

  

( ) )
) lim lim

)
lim

( )

x x

x

x x x x x x x x

x x x x

x x
x x x

x
x x

 



      


   

   
  

 

2 2

3
22

2

2

1 1 2 3 1 1 2 3
5

7 6 4 7 6 4
1 1 3

1 1 2 2

6 7 4
4

  

  



) lim ( ) lim ( )

lim lim

( ) ( )

x x

x x

x
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 تهیه و تنظیم: امیرحسین سبحان�

xتوجه کنید که   x2 .  

xبه سمت  xوقت� fگوییم تابع   حد بی نهایت:
0

میل م� کند به  

  بی نهایت میل م� کند و م� نویسیم

  lim ( )
x x
f x


 

0

  

بتوانیم  Mاگر برای هر عدد مثبت مانند    ای چنان بیابیم  0

  که 

  ( )x x f x M    
0

0  

  

limنشان دهید  مثال: 
x x

 
20

1
.  

Mباید نشان دهیم برای هر    0 ،  xچنان موجود است که  0 M
x

    
2

1
0 .  لذا  0

/کافیست   M    چون  1

  x x M
M x

       2 2

2

1 1
0  

  پیوستگ�: 

دامنه نامیده م� شود اگر متعلق به همسای�� بازی در دامنه  در دامنه ی� تابع، ی� نقطه درون� از  pتعریف: نقطه  

  باشد. در غیر این صورت ی� نقطه انتهایی نامیده م� شود. 

yمثلا تابع   x  ]را در نظر ب�یرید. دامنه این تابع   24 , ]2 2

)است. که بازه  , )2 }نقاط درون� و   نقاط  2 , }2 نقاط انتهایی دامنه  2

   این تابع هستند.

  

  پیوسته است اگر cدر نقطه درون�  fپیوستگ� در نقاط درون�: گوییم تابع  

  lim ( ) ( )
x c
f x f c


  
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limبدیه� است که اگر  ( )
x c
f x


)موجود نباشد و یا در صورت وجود با مقدار  )f c تابع  برابر نباشد ،f   را درc

  ناپیوسته گوییم. 

  

limاز راست پیوسته گوییم هرگاه  cرا در نقطه  fپیوستگ� راست و چپ: تابع   ( ) ( )
x c
f x f c


  و تابعf  را در

limاز چپ پیوسته گوییم اگر  cنقطه  ( ) ( )
x c
f x f c


.  

را در نقطه انتهایی چپ از دامنه پیوسته گوییم، هر گاه در این نقطه پیوسته از راست fپیوستگ� در نقاط انتهایی: تابع 

  چپ باشد. را در نقطه انتهایی راست از دامنه پیوسته گوییم، هر گاه در این نقطه پیوسته از  fباشد. همچنین تابع  

  پیوستگ� روی بازه:

پیوسته باشد. در   Iپیوسته گوییم، اگر در هر نقطه از  Iرا روی بازه  fتابع  

حالت خاص ی� تابع را پیوسته گوییم هر گاه روی هر نقطه از دامنه اش پیوسته  

  باشد. 

  

  

  

  توابع زیر روی دامنه خود پیوسته هستند:  تذکر

چند جمله ای ها، توابع گویا، توابع  
m

nx ،کس�انت، توابع  ، تانژانت، کتانژانت، س�انت، کسینوس ، توابع سینوس

  .تابع قدر مطلقنمایی، 
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پیوسته باشند. در اینصورت  cتعریف شده باشد و هر دو در  cهر دو در بازه ای شامل نقطه  gو  fقضیه: فرض کنید  

  پیوسته هستند.cتوابع زیر در  

  

) )

) ) ( )

f g f g

f
k f g c

g





1 2

3 4 0
  

)زوج باشد مشروط بر اینکه  n(در صورتی�ه   )f c  0(                            ) ( )nf x
1

5  

  قضیه (ترکیب توابع پیوسته):

اگر  ( )f g x  روی بازه ای شاملcد، و اگر  تعریف شده باشf  درL  پیوسته بوده وlim ( )
x c
g x L


   در

  :اینصورت

       lim ( ) lim ( )
x c x c

f g x f L f g x
 

   

)پیوسته باشد یعن�  cدر  gدر حالت خاص اگر  )L g c  در اینصورت ، ( ) ( ( ))fog x f g x  درc  پیوسته

  است و 

  lim ( ( )) ( ( ))
x c
f g x f g c


  

را در این fتعریف نشده یا ناپیوسته باشد ول� بتوان تابع   aدر نقطه  fتعریف: اگر تابع  

   گوییم. رفع شدن�نقطه چنان تعریف کرد که تابع در آن پیوسته باشد، این ناپیوستگ� را 

  

تابع  مثال: 
sin( )

( )
x

f x
x

  در نقطه صفر ناپیوسته است ول� با تعریف آن برابر با ی�

  � پیوسته خواهد بود:تابع 

  

sin( )
,

( )
,

x
x

g x x
x

  
 

0

1 0
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)اگر  ):2مینیمم   ‐ماکسیممقضیه ( )f x تابع� پیوسته روی بازه بسته و کراندار[ , ]a bروی بازه   ت باشد، در این صور

]در  qو pمقدار ماکسیمم و مینیمم مطلق خود را م� گیرد، به عبارت� دی�ر مقادیر   , ]a b  چنان موجودند که برای هر

[ , ]x a bداریم  

  ( ) ( ) ( )f p f x f q   

)مقدار ماکسیمم مطلق خود fلذا   )M f q  را درq  و مقدار مینیمم مطلق خود( )m f p   را درp .م� گیرد  

  

)اگر : 3قضیه مقدار میان�  )f x  ی� تابع پیوسته روی بازه[ , ]a b   وs  مقداری بین

( )f a و( )f b  باشد، در این صورت مقداری چون[ , ]c a b  چنان موجود است که

( )s f c  در حالت خاص ی� تابع پیوسته تعریف شده روی ی� بازه بسته تمام .

  مقادیر بین ماکسیمم و مینیمم مطلق خود را م� گیرد.

 

 

]روی بازه بسته  f: اگر تابع )4قضیه بولتزانو (نتیجه , ]a b  پیوسته باشد و

( ) ( )f a f b    در این بازه حداقل ی� ریشه دارد.fدر اینصورت تابع  0

  نتیجه بالا منتج به روش تصنیف در ریشه یابی م� شود که در درس محاسبات عددی بحث خواهد شد. 

 
2 Max-min theorem 
3 Intermediate-value theorem 
4 Bolzano theorem 
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xنشان دهید معادله  مثال:  x  3 1 ]داقل ی� ریشه در بازه  دارای ح0 , ]1   است. 2

  ( ) , ( ) , ( ) ( )f f f f   1 1 2 5 1 2 0  

xلذا تابع   x 3   در این بازه حداقل دارای ی� ریشه خواهد بود. 1


